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Àííîòàöèÿ

Ïðåäëàãàåòñÿ ÿâíàÿ �îðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ 2-ìåòàãàðìîíè÷åñêîé

�óíêöèè â îáëàñòè ïî åå èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì, çíà÷åíèÿì å¼ íîðìàëü-

íîé ïðîèçâîäíîé, çíà÷åíèÿì ëàïëàñèàíà è çíà÷åíèÿì íîðìàëüíîé ïðî-

èçâîäíîé å¼ ëàïëàñèàíà íà ÷àñòè ãðàíèöû, ò. å. äà¼òñÿ ÿâíàÿ �îðìóëà

ïðîäîëæåíèÿ, à òàêæå ðåãóëÿðèçàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äàí-

íîãî óðàâíåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

Çàäà÷à Êîøè, ìåòàãàðìîíè÷åñêîå óðàâíåíèå, ìåòàãàðìîíè÷åñêàÿ �óíê-

öèÿ, óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, íåêîððåêòíàÿ çàäà÷à, �óíêöèÿ

Êàðëåìàíà.
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Abstra
t

An expli
it re
onstru
tion formula is proposed for a 2-metaharmoni


fun
tion in a domain from its known values, the values of its normal

derivative, the values of its Lapla
ian, and the values of the normal

derivative of its Lapla
ian on a part of the boundary. That is, an expli
it


ontinuation formula is obtained, as well as a regularization of the solution

to the Cau
hy problem for the given equation.
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� 1. Ââåäåíèå è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ áèãàð-

ìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ãåëüìãîëüöîâîãî òèïà â îáëàñòè êàê â äâóõ, òàê è

â òðåõ èçìåðåíèÿõ, ïî å¼ çíà÷åíèÿì è çíà÷åíèÿì å¼ íàïðÿæåíèé íà ÷àñòè

ãðàíèöû ýòîé îáëàñòè, ò.å. çàäà÷à Êîøè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ õîðîøî èçó÷å-

íû êîððåêòíûå çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå äëÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà

è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà. Îäíàêî âî ìíîãèõ ðåàëüíûõ

çàäà÷àõ ÷àñòü ãðàíèöû íåäîñòóïíà äëÿ èçìåðåíèé íè ïåðåìåùåíèé, íè íà-

ïðÿæåíèé, ëèáî èçâåñòíû ëèøü íåêîòîðûå èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè.

Ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ íàòóðíûõ êîíñòðóêöèé, èçìåðåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîèçâåäåíû ëèøü

íà äîñòóïíûõ ó÷àñòêàõ ïîâåðõíîñòè. Ïîíÿòèå êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè

çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè áûëî ñ�îðìóëèðîâàíî â íà÷àëå ÕÕ âå-

êà èçâåñòíûì �ðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Æ. Àäàìàðîì. Çàäà÷à ìàòåìà-

òè÷åñêîé �èçèêè íàçûâàåòñÿ ïîñòàâëåííîé êîððåêòíî, åñëè âûïîëíÿþò-

ñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò; 2) ðåøåíèå çàäà-

÷è åäèíñòâåííî; 3) ðåøåíèå çàäà÷è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò äàííûõ çàäà-

÷è. Ñ�îðìóëèðîâàâ ïîíÿòèå êîððåêòíîñòè, Æ. Àäàìàð ïðèâåë ïðèìåð [1℄,
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54 Çàäà÷à Êîøè äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

íåêîððåêòíîé çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Íåîáõîäèìîñòü ðàñ-

ñìîòðåíèÿ íåêîððåêòíûõ â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå (ïî Àäàìàðó) çàäà÷ ìà-

òåìàòè÷åñêîé �èçèêè â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàìè èíòåðïðåòàöèè äàííûõ ãåî-

�èçè÷åñêèõ íàáëþäåíèé áûëà âïåðâûå óêàçàíà â 1943 ã. À.Í. Òèõîíîâûì

[2℄,[3℄. Îí ïîêàçàë, ÷òî åñëè ñóçèòü êëàññ âîçìîæíûõ ðåøåíèé äî êîìïàê-

òà, òî èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñëåäóåò åãî óñòîé÷èâîñòü. Ïóòè ðàçâè-

òèÿ òåîðèè è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ñâÿçàíû ñ èìåíàìè

âèäíûõ ìàòåìàòèêîâ À.Í. Òèõîíîâà, Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâà, Â.Ê. Èâàíîâà, à

òàêæå ñ ñîçäàííûìè èìè íàó÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè øêîëàìè, âî ìíî-

ãîì îïðåäåëèâøèìè ïóòè ðàçâèòèÿ òåîðèè è ïðèëîæåíèé íåêîððåêòíûõ

çàäà÷. Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâ [4℄-[7℄ ââåë ïîíÿòèå �óíêöèè Êàðëåìàíà äëÿ îä-

íîìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Êîøè-�èìàíà. Ìåòîä Ëàâðåíòüåâà ñîñòîèò

â àïïðîêñèìàöèè ÿäðà Êîøè íà äîïîëíèòåëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè

âíå íîñèòåëÿ äàííûõ çàäà÷è Êîøè. Ôóíêöèÿ Êàðëåìàíà çàäà÷è Êîøè äëÿ

óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà � ýòî �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò ïîëî-

æèòåëüíîãî ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà, ñòðåìÿùåãîñÿ ê íóëþ âìåñòå ñî ñâîåé

ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè íà ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè âíå íîñèòåëÿ äàííûõ

Êîøè, êîãäà ïàðàìåòð ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðè ïîìîùè �óíêöèè Êàðëå-

ìàíà è èíòåãðàëüíîé �îðìóëû �ðèíà ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëà Êàðëåìàíà,

êîòîðàÿ äàåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, êîãäà äàííûå çàäàíû òî÷-

íî. Ïîñòðîåíèå �óíêöèè Êàðëåìàíà ïîçâîëÿåò òàêæå ñòðîèòü ðåãóëÿðè-

çàöèþ, êîãäà äàííûå Êîøè çàäàíû ïðèáëèæåííî. Ñóùåñòâîâàíèå �óíê-

öèè Êàðëåìàíà ñëåäóåò èç àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû Ñ.Í.Ìåðãåëÿíà

(1956) [8℄. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå äëÿ ëþáîé ïàðû íåïðåðûâíûõ �óíêöèé,

çàäàííûõ íà ãëàäêîì ãîìåîìîð�å êðóãà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ñóùå-

ñòâóåò ãàðìîíè÷åñêèé ïîëèíîì, òàêîé, ÷òî ñàì ïîëèíîì àïïðîêñèìèðóåò

ïåðâóþ �óíêöèþ, à åå ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè àïïðîêñèìèðóåò âòîðóþ.

Åñëè â êà÷åñòâå ïàðû íåïðåðûâíûõ �óíêöèé âçÿòü �óíäàìåíòàëüíîå ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà è åãî ïðîèçâîäíóþ ïî íîðìàëè, òî èç óêàçàííîé

òåîðåìû Ñ.Í.Ìåðãåëÿíà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèè Êàðëåìàíà äëÿ

ïðîèçâîëüíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè. Ôóíêöèÿ Êàðëåìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà ÿâíî ïîñòðîåíàØ.ß.ßðìóõàìåäîâûì [9℄, êîãäà ÷àñòü ãðàíèöû îá-

ëàñòè ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ êîíóñà, è À.À.Øëàïóíîâûì [22℄, êîãäà ÷àñòü

ãðàíèöû åñòü ïîâåðõíîñòü ñ�åðû. Ïîñòðîåíèå Ø.ß. ßðìóõàìåäîâà �óíê-

öèè Êàðëåìàíà îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ òåîðèè �óíêöèé. Ïðè

ýòîì �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà êîíè÷åñêîé ÷àñòè

ãðàíèöû îáëàñòè. Ïîñòðîåíèå À.À. Øëàïóíîâà �óíêöèè Êàðëåìàíà îñ-

íîâàíî íà àïïðîêñèìàöèè �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëà-

ñà íà ñ�åðè÷åñêîé ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè îäíîðîäíûìè ãàðìîíè÷åñêè-

ìè ïîëèíîìàìè. Àíàëîãè �îðìóëû Êàðëåìàíà è êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè

çàäà÷è Êîøè äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷å-
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íû â ðàáîòàõ À.À.�îí÷àðà [10℄, Ë.À.Àéçåíáåðãà [11℄-[13℄, À.Ì.Êûòìàíîâà

[14℄, äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ �óíêöèé, äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà è äëÿ ñè-

ñòåì òåîðèè óïðóãîñòè â ðàáîòàõ Ø.ß.ßðìóõàìåäîâà [15℄-[17℄, äëÿ ïðî-

èçâîëüíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì Í.Í.Òàðõàíîâà [18℄-[20℄ è

À.À.Øëàïóíîâà [21℄-[23℄. Â.�. �îìàíîâèì ðåøåíà èçâåñòíàÿ ïðîáëåìà î ïî-

ñòðîåíèè âåñîâîé �óíêöèè â ìåòîäå Êàðëåìàíà, øèðîêî èñïîëüçóåìîì â

òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, è, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè íåêîððåêò-

íî ïîñòàâëåííûõ è îáðàòíûõ çàäà÷, äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê ðå-

øåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ äàííûìè íà âðåìåíèïîäîáíîé ïîâåðõíîñòè [24℄,[26℄ .

Ñîâìåñòíî ñ Ì.Â. Êëèáàíîâûì [26℄-[28℄ ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à êâàíòîâîé

òåîðèè ðàññåÿíèÿ î êîíñòðóêòèâíîì âîññòàíîâëåíèè ïîòåíöèàëà â óðàâíå-

íèè Øðåäèíãåðà ïî çàäàííîìó ìîäóëþ ðàññåÿííîãî ïîëÿ, èçìåðåííîìó

ïðè âûñîêèõ óðîâíÿõ ýíåðãèè. Ñóòü ðåçóëüòàòà: ïîñòðîåíèå ïîòåíöèàëà

ñâåäåíî ê õîðîøî èçâåñòíîé çàäà÷å òîìîãðà�èè î âîññòàíîâëåíèè �óíê-

öèè ÷åðåç åå èíòåãðàëû ïî âñåâîçìîæíûì ïðÿìûì. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü

ý��åêòèâíî è óñòîé÷èâî îòûñêèâàòü ïîòåíöèàë. Èçó÷åíà òàêæå îáðàòíàÿ

çàäà÷à ðàññåÿíèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ âîññòàíîâëåíèåì êîý��èöèåíòà ïðåëîìëå-

íèÿ â îáîáùåííîì óðàâíåíèè �åëüìãîëüöà ïî çàäàííîìó ìîäóëþ ðàññå-

ÿííîãî ïîëÿ. Îíà ñâåäåíà ê ðåøåíèþ èçâåñòíîé îáðàòíîé êèíåìàòè÷åñêîé

çàäà÷è. Ýòî ïðèâîäèò ê òåîðåìàì åäèíñòâåííîñòè è îöåíêàì óñòîé÷èâîñòè

ðåøåíèÿ, à òàêæå îòêðûâàåò ïóòü åå êîíñòðóêòèâíîãî ðåøåíèÿ. �åøåíèå

çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Êîøè-�èìàíà âïåðâûå

ïîëó÷èë Ò. Êàðëåìàí â 1926 ã [29℄. Èì áûëà ïðåäëîæåíà èäåÿ ââåäåíèÿ

â èíòåãðàëüíóþ �îðìóëó Êîøè äîïîëíèòåëüíîé �óíêöèè, ïîçâîëÿþùåé

ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîãàñèòü âëèÿíèå èíòåãðàëîâ ïî ÷àñòè ãðà-

íèöû, ãäå çíà÷åíèÿ ïðîäîëæàåìîé �óíêöèè íå çàäàíû. À. Ë. Áóõãåéì è

Ì. Â. Êëèáàíîâ [30℄ ïðåäëîæèëè åäèíûé íîâûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ øè-

ðîêîãî êëàññà îáðàòíûõ çàäà÷. Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ìåòîäà ÿâëÿåò-

ñÿ òî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè â ¾öåëîì¿.

Îí îñíîâàí íà ñâåäåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ê èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîìó

íåðàâåíñòâó è ïðèìåíåíèè äàëåå âåñîâûõ àïðèîðíûõ îöåíîê êàðëåìàíîâ-

ñêîãî òèïà. Îöåíêè óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü èçâåñòíûìè

ïðèåìàìè. Ìåòîä íå çàâèñèò íè îò òèïà, íè îò ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ, à ïðåä-

ïîëàãàåò ëèøü íàëè÷èå êàðëåìàíîâñêîé îöåíêè [31℄. Çàäà÷à Êîøè äëÿ

ñèñòåì òåîðèè óïðóãîñòè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [33℄-[35℄. Â äàííîé ðàáîòå

íà îñíîâå ìåòîäà �óíêöèè Êàðëåìàíà ñòðîèòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøå-

íèå çàäà÷è Êîøè äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ãåëüìãîëüöîâîãî òèïà

äëÿ îáëàñòåé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Âîçìîæíî, çäåñü óìåñòíî óïîìÿíóòü, ÷òî

ðîëü �óíêöèé Êàðëåìàíà âçàäà÷å Êîøè àíàëîãè÷íà ðîëè �óíêöèè �ðèíà

â çàäà÷å Äèðèõëå. Îäíàêî�óíêöèè Êàðëåìàíà çàäà÷è Êîøè, â îòëè÷èå îò

�óíêöèè �ðèíà, îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî.
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� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

ÏóñòüD− îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â Ed(d = 2, 3), âåùåñòâåí-
íîãî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Çàäà÷à Êîøè. Ïóñòü y = (y1, . . . , yd) ∈ D,D− åñòü îãðàíè÷åííàÿ

îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â Ed(d = 2, 3), ñ ãðàíèöåé ∂D ñîñòîÿùèé èç ÷àñòè Σ
ãèïåðïëîñêîñòè yd = 0 è ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S, ëåæàùåé â ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå yd > 0, ò.å. D− îáëàñòü òèïà "øàïî÷êè". Â ñëó÷àå ïëîñêîñòè Σ− ÷àñòü

ïëîñêîñòè y2 = 0 è S ãëàäêèé êðèâîé, ëåæàùèé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

�àññìîòðèì çàäà÷ó: òðåáóåòñÿ íàéòè ðåãóëÿðíóþ �óíêöèþ, ò.å., u(x) ∈
C4(D) ∩ C3(D), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

∆2u(x)− λ4u(x) = 0, x ∈ D, (1)





u(y) = f0(y), y ∈ S,

∂u(y)

∂n
= ϕ0(y), y ∈ S,

∆u(y) = f1(y), y ∈ S,
∂

∂n
∆u(y) = ϕ1(y), y ∈ S,

(2)

ãäå λ > 0, à f0, f1, ϕ0, ϕ1 � çàäàííûå �óíêöèè íà S.

Ïðèìåð èëëþñòðèðóåò íåêîððåêòíîñòü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è:

Ïóñòü λ = 1 è óðàâíåíèå (1) çàäàíî â ïîëóïëîñêîñòè (x, y) ∈ R
2, x ∈

R, y > 0. �àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè: íàéòè �óíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ

óñëîâèÿì

u(x, 0) =
cos(σx)

σ3
,

∂u

∂y
(x, 0) = 0,

∆u(x, 0) =
cos(σx)

σ3
,

∂

∂y
∆u(x, 0) = 0,

ãäå σ � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

u(x, y) =
1

σ3
cos(σx) cosh

(√
1 + σ2 y

)
.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì σ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðåøåíèÿ u(x, y) ÿâëÿ-
þòñÿ ìàëûìè, òîãäà êàê ñàìî ðåøåíèå ïðè x 6= 0, y > 0 ìîæåò ïðèíèìàòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ

íåóñòîé÷èâûì ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì âõîäíûõ äàííûõ.

Ïîñêîëüêó çàäà÷à íåêîððåêòíî ïîñòàâëåíà, ýòî äåëàåò ñòàíäàðòíûå èñ-

÷èñëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ Ôóðüå íåïðèìåíèìûìè. Åñëè íîñè-

òåëü äàííûõ Êîøè ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, àíàëèòè÷åñêèì, òî òåîðåìà
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Êîøè-Êîâàëåâñêîé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ãàðàíòèè ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî

ðåøåíèÿ. Ìû èñïîëüçóåì ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó äëÿ âûâîäà ÿâíûõ óñëî-

âèé ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå

�îðìóëà Êàðëåìàíà äàåò �îðìóëó äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîò [6℄, [9℄ ïî çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëà-

ïëàñà, íàìè ïîñòðîåíà �óíêöèÿ Êàðëåìàíà â ÿâíîì âèäå è íà å¼ îñíîâå

ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îáëàñòåé òèïà ¾øàïî÷êè¿.

Äàííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ ïðàêòèêè, ïîñêîëüêó �óíêöèè

Êàðëåìàíà ïîñòðîåíû â ÿâíîì âèäå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòàðíûõ è ñïå-

öèàëüíûõ �óíêöèé.

� 3. Ïîñòðîåíèå �óíêöèè Êàðëåìàíà äëÿ îáëàñòåé

òèïà øàïî÷êè

Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî �óíäàìåíòàëü-

íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â Ed
çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

Eλ(|x|) =






i

8λ2

(
H

(1)
0 (λ|x|)−H

(1)
0 (iλ|x|)

)
, d = 2,

1

8πλ2|x|
(
eiλ|x| − e−λ|x|

)
, d = 3,

ãäå H
(1)
ν � �óíêöèÿ �àíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà ν.

Äëÿ ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) èìååò ìåñòî �îðìóëà [35℄

u(x) =

∫

∂D

[
∂Eλ(|x− y|)

∂ny

∆u(y)− Eλ(|x− y|) ∂∆u(y)
∂ny

]
dsy, x ∈ D. (3)

�àññìîòðèì �óíêöèþ

CdFσ(y, x, λ) =
1

K(xd)

∫ ∞

0

Im

(
K(w)

w − xd

)
ψ(λu)√
u2 + α2

du,

ãäå K(w) = exp
[
σw + (w − xd)

2
]
, w = i

√
u2 + α2 + yd;

Cd =

{
2π, d = 2,

−2π2, d = 3,

α =





|x1 − y1|, d = 2,
√
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2, d = 3,
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ψ(λu) =




uJ0(λu), d = 2,

cos(λu), d = 3.

Â ðàáîòå [16℄ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ Fσ(y, x, λ) ïðåäñòàâèìà â âèäå

CdFσ(y, x, λ) = ϕd(λr) + gd(x, y, λ), d = 2, 3,

ãäå ϕd � êëàññè÷åñêîå �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ∆u−λ2u = 0,
ïî ïåðåìåííîé x è ïî ïåðåìåííîé y, à gd(x, y, λ) � ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ ∆u− λ2u = 0 ïî ïåðåìåííîé y.

Ïîñòðîåíèå �óíêöèè Êàðëåìàíà

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâ¼ì �óíêöèåé Êàðëåìàíà äëÿ îáëàñòè D è ÷àñòè

ãðàíèöû S)âñÿêóþ �óíêöèþ Φσ(y, x), çàâèñÿùóþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ y, x

è ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà σ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1)

Φσ(y, x) = Eλ(|x− y|) +G(y, x, σ),

ãäå �óíêöèÿ G(y, x, σ) óäîâëåòâîðÿåò ïî ïåðåìåííîé y óðàâíåíèþ (1) âñþ-

äó â îáëàñòè D;

2) ∫

∂D\S

(
|Φσ|+

∣∣∣∣
∂Φσ

∂n

∣∣∣∣ + |∆yΦσ|+
∣∣∣∣
∂∆yΦσ

∂n

∣∣∣∣
)
dsy ≤ ε(σ),

ãäå ε(σ) → 0 ïðè σ → ∞.

Ïîñòðîèì �óíêöèþ Êàðëåìàíà äëÿ îáëàñòåé òèïà ¾øàïî÷êè¿.

Ïóñòü x = (x1, . . . , xd), y = (y1, . . . , yd) ∈ D, d = 2, 3.
Â ñëó÷àå, êîãäà D � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â E2

ñ êóñî÷íî-

ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂D, ñîñòîÿùåé èç ãëàäêîé êðèâîé S, ëåæàùåé â ïîëó-

ïëîñêîñòè y2 > 0, è îòðåçêà ∂D \S, ïðèíàäëåæàùåãî îñè y2 = 0, ïîñòðîèì
�óíêöèþ Êàðëåìàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Φσ(y, x, λ) =
1

2π

∫ ∞

0

Im

{
exp

[
σ(w − x2) + (w − x2)

2
]

w − x2

}
J0(λu)√
u2 + α2

u du, (4)

ãäå w = i
√
u2 + α2 + y2, α = |x1 − y1|, σ > 0 � ïàðàìåòð, J0(x) �

�óíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Åñëè D � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â E3, ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé

ãðàíèöåé ∂D, ñîñòîÿùåé èç ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè S, ëåæàùåé â ïîëóïðî-

ñòðàíñòâå y3 > 0 è ïëîñêîñòè ∂D \ S : y3 = 0
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Φσ(y, x, λ) =
1

−2π2

∫ ∞

0

Im

{
exp

[
σ(w − x3) + (w − x3)

2
]

w − x3

}
cos(λu)√
u2 + α2

du,

(5)

ãäå w = i
√
u2 + α2 + y3, α

2 = (y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2, σ > 0 � ïàðàìåòð.

Âåðíà ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ Φσ(y, x, λ), îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëàìè (4) è (5),

ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé Êàðëåìàíà îáëàñòè D è ÷àñòè ãðàíèöû S â êàæäîì

îòäåëüíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ðàâåíñòâà (4) è (5) â åäèíîé �îðìå:

Φσ(y, x, λ) =
1

CdK(xd)

∫ ∞

0

Im

(
K(W )

W − xd

)
ψ(λu)− ψ(iλu)√

u2 + α2
du,

ãäå

K(W ) = exp
[
σW + (W − xd)

2
]
, W = i

√
u2 + α2 + yd,

Cd =

{
2π, d = 2,

−2π2, d = 3,
α =




|x1 − y1|, d = 2,
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2, d = 3,

ψ(λu) =





uJ0(λu), d = 2,

cos(λu), d = 3.

Òåïåðü, íà îñíîâå ëåììû 1, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå. Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ

Φσ(y, x, λ) â âèäå

Φσ(y, x, λ) = Φ1σ(y, x, λ) + Φ2σ(y, x, λ).

ãäå

Φ1σ(y, x, λ) =
1

CdK(xd)

∫ ∞

0

Im

(
K(W )

W − xd

)
ψ(λu)√
u2 + α2

du

=





i

8λ2
H

(1)
0

(
iλ|x− y|

)
+ g21(y, x, σ), d = 2,

eiλ|x−y|

8πλ2|x− y| + g31(y, x, σ), d = 3,

Φ2σ(y, x, λ) = − 1

CdK(xd)

∫ ∞

0

Im

(
K(W )

W − xd

)
ψ(iλu)√
u2 + α2

du
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=





i

8λ2
H

(1)
0

(
λ|x− y|

)
+ g22(y, x, σ), d = 2,

e−λ|x−y|

8πλ2|x− y| + g32(y, x, σ), d = 3,

çäåñü �óíêöèè gdj(y, x, σ), d = 2, 3, j = 1, 2, ðåãóëÿðíûå �óíêöèè, îïðåäå-
ëåííûå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x, y è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1) ïî y â

Ed, òî ïîëó÷èì ïåðâóþ óñëîâèþ ¾êàðëåìàíîâîñòè¿ �óíêöèè Φσ(y, x, λ).
Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ Φσ(y, x, λ) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå âòîðîìó óñëî-

âèþ êàðëåìàíîâîñòè, òî åñòü

∫

∂D\S

(
|Φσ|+

∣∣∣∣
∂Φσ

∂n

∣∣∣∣ + |∆yΦσ|+
∣∣∣∣
∂∆yΦσ

∂n

∣∣∣∣
)
dsy ≤ C(x) σ4e−σxd , x ∈ D,

(6)

ãäå

C(x) = C

∫

∂D\S

dsy

rd+1
, r = |x− y|,

σ > 0 � ïàðàìåòð, d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè d = 2, âûäåëÿÿ ìíèìóþ ÷àñòü, èìååì

Φσ(y, x, λ) =
1

2π
exp

[
σ(y2 − x2)− α2 + (y2 − x2)

2
]

×
∫ ∞

0

e−u2

(u2 + r2)
√
u2 + α2

[
(y2 − x2) sin

(√
u2 + α2 (σ − 2(y2 − x2))

)
−

−
√
u2 + α2 cos

(√
u2 + α2 (σ − 2(y2 − x2))

)]

×
(
J0(λu)− J0(iλu)

)
u du.

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà �óíêöèè Áåññåëÿ èìååì

|Φσ(y, x, λ)| ≤
C

2π
exp

[
σ(y2 − x2)− α2 + (y2 − x2)

2
]

×
[ ∫ ∞

0

e−u2+λu u

(u2 + r2)
√
u2 + α2

∣∣∣(y2 − x2) sin
(√

u2 + α2(σ − 2(y2 − x2))
)∣∣∣ du

+

∫ ∞

0

e−u2+λu u

(u2 + r2)
√
u2 + α2

∣∣∣
√
u2 + α2 cos

(√
u2 + α2(σ − 2(y2 − x2))

)∣∣∣ du
]

≤ C

2π
exp

[
σ(y2 − x2)− α2 + (y2 − x2)

2
]
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×
[∫ 1

0

e−u2+λu u

(u2 + r2)
√
u2 + α2

∣∣∣(y2 − x2) sin
(√

u2 + α2(σ − 2(y2 − x2))
)∣∣∣ du

+

∫ ∞

1

e−u2+λu u

(u2 + r2)
√
u2 + α2

∣∣∣(y2 − x2) sin
(√

u2 + α2(σ − 2(y2 − x2))
)∣∣∣ du

+

∫ 1

0

e−u2+λu u

(u2 + r2)
√
u2 + α2

∣∣∣
√
u2 + α2 cos

(√
u2 + α2(σ − 2(y2 − x2))

)∣∣∣ du

+

∫ ∞

1

e−u2+λu u

(u2 + r2)
√
u2 + α2

∣∣∣
√
u2 + α2 cos

(√
u2 + α2(σ − 2(y2 − x2))

)∣∣∣ du
]

≤ Cσ

2π
exp

[
σ(y2 − x2)− α2 + (y2 − x2)

2
]
[
c1σ

∫ 1

0

e−u2+λu

√
u2 + r2

du

+c2

∫ ∞

1

e−u2+λu

(u2 + r2)
√
u2 + α2

du+

∫ 1

0

e−u2+λu u

u2 + r2
du+

∫ ∞

1

e−u2+λu

u2 + r2
du

]
,

ãäå C, cj, (j = 1, 2)− îãðàíè÷åííûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Îöåíèâ êàæäûé èíòåãðàë, ïîëó÷èì

|Φσ(y, x, λ)| ≤
C1σ ln r

2π
exp

[
σ(y2 − x2)− α2 + (y2 − x2)

2
]
.

Àíàëîãè÷íî, âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå

∂Φσ

∂yk
,

∂2Φσ

∂yk∂yj
è

∂3Φσ

∂yk∂yj∂yl
, ãäå k, j, l =

1, 2, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

∣∣∣∣
∂Φσ

∂n
(y, x, λ)

∣∣∣∣ ≤
C2σ

2

2πr
exp

[
σ(y2 − x2)− α2 + (y2 − x2)

2
]
,

|∆yΦσ(y, x, λ)| ≤
C3σ

3

2πr2
exp

[
σ(y2 − x2)− α2 + (y2 − x2)

2
]
,

∣∣∣∣
∂∆yΦσ

∂n
(y, x, λ)

∣∣∣∣ ≤
C4σ

4

2πr3
exp

[
σ(y2 − x2)− α2 + (y2 − x2)

2
]
,

Cj (j = 1, 2, 3, 4) � îãðàíè÷åííûå ïîñòîÿííûå.

Ïðè d = 3, àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì

|Φσ(y, x, λ)| ≤
C̃1σ

2π2r
exp

[
σ(y3 − x3)− α2 + (y3 − x3)

2
]
,

∣∣∣∣
∂Φσ

∂n
(y, x, λ)

∣∣∣∣ ≤
C̃2σ

2

2π2r2
exp

[
σ(y3 − x3)− α2 + (y3 − x3)

2
]
,
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|∆yΦσ(y, x, λ)| ≤
C3σ

3

2π2r3
exp

[
σ(y3 − x3)− α2 + (y3 − x3)

2
]
,

∣∣∣∣
∂∆yΦσ

∂n
(y, x, λ)

∣∣∣∣ ≤
C̃4σ

4

2π2r4
exp

[
σ(y3 − x3)− α2 + (y3 − x3)

2
]
.

ãäå C̃j (j = 1, 2, 3, 4) � îãðàíè÷åííûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà, îáúåäèíÿÿ íåðà-

âåíñòâà, ïîëó÷åííûå ïðè d = 2 è d = 3, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (6). Ëåììà

äîêàçàíà.

Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè Êàðëåìàíà Φσ(y, x, λ) âûòåêàåò, ÷òî åñëè îíà
ñóùåñòâóåò, òî âñÿêîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå u(x) óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè D
îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

u(x) =

∫

∂D

[
u(y)

∂∆yΦσ(y, x, λ)

∂n
−∆yΦσ(y, x, λ)

∂u(y)

∂n

+∆u(y)
∂Φσ(y, x, λ)

∂n
− Φσ(y, x, λ)

∂∆u(y)

∂n

]
dsy. (7)

Äåéñòâèòåëüíî, ïî �îðìóëå �ðèíà èìååì

∫

∂D

[
u(y)

∂∆yG(y, x, σ)

∂n
−∆yG(y, x, σ)

∂u(y)

∂n

+∆u(y)
∂G(y, x, σ)

∂n
−G(y, x, σ)

∂∆u(y)

∂n

]
dsy = 0.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ �îðìóëó (3) è ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì (7).

� 4. �åãóëÿðèçàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ïîëîæèì

uσ(x) =

∫

S

[
f0(y)

∂∆yΦσ(y, x, λ)

∂n
−∆yΦσ(y, x, λ)ϕ0(y)

+f1(y)
∂Φσ(y, x, λ)

∂n
− Φσ(y, x, λ)ϕ1(y)

]
dsy. (8)

Âåðíà òåîðåìà
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(x) � ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) â îáëàñòè

D, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

|u(y)|+
∣∣∣∣
∂u(y)

∂n

∣∣∣∣+ |∆u(y)|+
∣∣∣∣
∂∆u(y)

∂n

∣∣∣∣ ≤M, y ∈ ∂D \ S. (9)

Òîãäà ïðè σ ≥ 1 è äëÿ x ∈ K ⊂ D, ãäå K � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò â D,

ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

|u(x)− uσ(x)| ≤ C2(x)M σ4e−σxd ,

ãäå C2(x) = C
∫
∂D

dsy
rd+1 , r = |x− y|, C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòî-

ÿííàÿ, d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê �îðìóëû ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ u(x) è uσ(x)
ñîâïàäàþò, òî äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àÿõ d = 2 è d = 3 ïðîâîäèòñÿ îäèíà-

êîâî. Ïî �îðìóëàì (4), (8) è óñëîâèþ (9) èìååì

|u(x)− uσ(x)| =
∣∣∣∣∣

∫

∂D\S

[
u(y)

∂∆yΦσ(y, x, λ)

∂n
−∆yΦσ(y, x, λ)

∂u(y)

∂n

+∆u(y)
∂Φσ(y, x, λ)

∂n
− Φσ(y, x, λ)

∂∆u(y)

∂n

]
dsy

∣∣∣∣∣

≤
∫

∂D\S

(
|Φσ|+

∣∣∣∣
∂Φσ

∂n

∣∣∣∣ + |∆yΦσ|+
∣∣∣∣
∂∆yΦσ

∂n

∣∣∣∣
)

×
(
|u(y)|+

∣∣∣∣
∂u(y)

∂n

∣∣∣∣+ |∆u(y)|+
∣∣∣∣
∂∆u(y)

∂n

∣∣∣∣
)
dsy

≤M

∫

∂D\S

(
|Φσ|+

∣∣∣∣
∂Φσ

∂n

∣∣∣∣+ |∆yΦσ|+
∣∣∣∣
∂∆yΦσ

∂n

∣∣∣∣
)
dsy.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó (6), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàò, ïîçâîëÿþùèé ïðèáëèæ¼ííî âû÷èñëèòü u(x), êî-

ãäà íà ïîâåðõíîñòè S âìåñòî u(y),
∂u(y)

∂n
,∆u(y) è

∂∆u(y)

∂n
çàäàíû èõ íåïðå-

ðûâíûå ïðèáëèæåíèÿ f0δ(y), ϕ0δ(y), f1δ(y) è ϕ1δ(y):

max
y∈S

|f0(y)− f0δ(y)|+max
y∈S

|ϕ0(y)− ϕ0δ(y)|

+max
y∈S

|f1(y)− f1δ(y)|+max
y∈S

|ϕ1(y)− ϕ1δ(y)| ≤ δ, 0 < δ < 1. (10)
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Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ �óíêöèþ

uσδ(x) =

∫

S

[
f0δ(y)

∂∆yΦσ(y, x, λ)

∂n
−∆yΦσ(y, x, λ)ϕ0δ(y)

+f1δ(y)
∂Φσ(y, x, λ)

∂n
− Φσ(y, x, λ)ϕ1δ(y)

]
dsy, (11)

ãäå

σ =
1

x0d
ln
M

δ
, x0d = max

x∈D
xd, xd > 0,

d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà.

Òîãäà âåðíà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü u(x) � ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) â îáëàñòè

D, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (9) íà ∂D \S. Òîãäà ïðè σ ≥ 1 è äëÿ ëþáîãî
êîìïàêòà K (K ⊂ D) ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

|u(x)− uσδ(x)| ≤ C3(x) δ
xd

x0
d

(
ln M

δ

)4
, x ∈ K,

ãäå

C3(x) = C

∫

∂D

dsy

rd+1
, r = |x− y|,

C � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â òåîðåìå 1, äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ îäè-

íàêîâî äëÿ ñëó÷àåâ d = 2 è d = 3. Èç ñîîòíîøåíèé (7), (11) è óñëîâèé (9),

(10) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

|u(x)− uσδ(x)| ≤
∣∣∣∣∣

∫

S

[
(f0(y)− f0δ(y))

∂∆yΦσ(y, x, λ)

∂n

−∆yΦσ(y, x, λ) (ϕ0(y)− ϕ0δ(y))

+(f1(y)− f1δ(y))
∂Φσ(y, x, λ)

∂n

−Φσ(y, x, λ)(ϕ1(y)− ϕ1δ(y))
]
dsy

∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣

∫

∂D\S

[
u(y)

∂∆yΦσ(y, x, λ)

∂n
−∆yΦσ(y, x, λ)

∂u(y)

∂n
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+∆u(y)
∂Φσ(y, x, λ)

∂n
− Φσ(y, x, λ)

∂∆u(y)

∂n

]
dsy

∣∣∣∣∣

≤
∫

S

(
|Φσ|+

∣∣∣∣
∂Φσ

∂n

∣∣∣∣ + |∆yΦσ|+
∣∣∣∣
∂∆yΦσ

∂n

∣∣∣∣
)

×
(
|f0(y)− f0δ(y)|+ |ϕ0(y)− ϕ0δ(y)|+ |f1(y)− f1δ(y)|+ |ϕ1(y)− ϕ1δ(y)|

)
dsy

+

∫

∂D\S

(
|Φσ|+

∣∣∣∣
∂Φσ

∂n

∣∣∣∣+ |∆yΦσ|+
∣∣∣∣
∂∆yΦσ

∂n

∣∣∣∣
)

×
(
|u(y)|+

∣∣∣∣
∂u(y)

∂n

∣∣∣∣+ |∆u(y)|+
∣∣∣∣
∂∆u(y)

∂n

∣∣∣∣
)
dsy

≤ δ

∫

S

(
|Φσ|+

∣∣∣∣
∂Φσ

∂n

∣∣∣∣+ |∆yΦσ|+
∣∣∣∣
∂∆yΦσ

∂n

∣∣∣∣
)
dsy

+M

∫

∂D\S

(
|Φσ|+

∣∣∣∣
∂Φσ

∂n

∣∣∣∣+ |∆yΦσ|+
∣∣∣∣
∂∆yΦσ

∂n

∣∣∣∣
)
dsy

≤ C2(x) δ σ
4 exp

[
σ(x0d − xd)

]
+ C1(x)M σ4e−σxd

≤ C3(x) σ
4
(
M + δeσx

0
d

)
e−σxd .

Ïîëàãàÿ

σ =
1

x0d
ln
M

δ
,

èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

|u(x)− uσδ(x)| ≤ C3(x) δ
xd

x0
d

(
ln M

δ

)4
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåä¼ì îöåíêó óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü u(x) � ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëå-

òâîðÿþùåå óñëîâèÿì

|u(y)|+
∣∣∣∣
∂u(y)

∂n

∣∣∣∣+ |∆u(y)|+
∣∣∣∣
∂∆u(y)

∂n

∣∣∣∣ ≤M, y ∈ ∂D \ S,

è

|u(y)|+
∣∣∣∣
∂u(y)

∂n

∣∣∣∣+ |∆u(y)|+
∣∣∣∣
∂∆u(y)

∂n

∣∣∣∣ ≤ δ, 0 < δ < 1, y ∈ S.

Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|U(x)| ≤ C4(x) δ
xd

x0
d

(
ln M

δ

)4
,
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ãäå

C4(x) = C

∫

∂D

dsy

rd+1
, r = |x− y|,

C � ïîñòîÿííàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò

|u(x)| ≤ |uσ(x)|+ C2(x)M σ4e−σxd .

Èç óñëîâèé òåîðåìû è íåðàâåíñòâà (6) ïîëó÷àåì îöåíêó

|uσ(x)| =
∣∣∣∣∣

∫

S

[
f0(y)

∂∆yΦσ(y, x, λ)

∂n
−∆yΦσ(y, x, λ)ϕ0(y)

+f1(y)
∂Φσ(y, x, λ)

∂n
− Φσ(y, x, λ)ϕ1(y)

]
dsy

∣∣∣∣∣

≤
∫

S

(
|Φσ|+

∣∣∣∣
∂Φσ

∂n

∣∣∣∣ + |∆yΦσ|+
∣∣∣∣
∂∆yΦσ

∂n

∣∣∣∣
)

×
(
|u(y)|+

∣∣∣∣
∂u(y)

∂n

∣∣∣∣+ |∆u(y)|+
∣∣∣∣
∂∆u(y)

∂n

∣∣∣∣
)
dsy

≤ C3(x) δ σ
4 exp

(
σx0d − σxd

)
.

Òîãäà

|u(x)| ≤ C4(x) σ
4e−σxd

(
M + δeσx

0
d

)
.

Ïîëàãàÿ

σ =
1

x0d
ln
M

δ
,

ïîëó÷àåì îöåíêó óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè

|u(x)| ≤ C4(x) δ
xd

x0
d

(
ln M

δ

)4
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èìååò ìåñòî

Ñëåäñòâèå 1. Ïðåäåëüíûå ðàâåíñòâà

lim
σ→∞

uσ(x) = u(x), lim
δ→0

uσδ(x) = u(x), ïðè σ =
1

x03
ln

1

δ
,

âûïîëíÿþòñÿ ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòå K ⊂ D.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåì 1 è 2.

� 5. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî �óíêöèé

u(x, fkδ, ϕkδ) = uσδ(x),

çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà σ, è äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ è

ñïåöèàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðà σ = σ(δ) ïðè δ → 0 äàííîå ñåìåéñòâî

uσδ(x) ñõîäèòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå ê ðåøåíèþ u(x) çàäà÷è (1), (2).

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè ÿâíî âûðàæàåò ñâÿçü ìåæ-

äó ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â êëàññå êîððåêòíîñòè çàäà÷è.
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